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تبدیل لاپلاس در تحلیل مدارکاربرد : اولفصل 

:ویژگی های تبدیل لاپلاس

 روش بسیار مفید برای تحلیل سیستم های خطی تغییرناپذیر با زمان(LTI)

تبدیل حل معادلات دیفرانسیل خطی به حل معادلات جبری

 لاپلاستوسط تبدیل ( ناشی از منابع و شرایط اولیه)تعیین پاسخ کامل مدار

 (برای تعیین ضرایب پاسخ همگن)عدم نیاز به اِعمال شرایط اولیه پس از حل معادله دیفرانسیل

 ِتبدیل لاپلاس، تابع زمانیf(t) تعریف می شود را به تابع (∞,0]که در بازهF(s) در صفحه فرکانس مختلطsمربوط می کند:

f(t) تابع زمانی →  ℱ 𝑠 = ℒ 𝑓 𝑡 =  0−

∞
𝑓 𝑡 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

 در تعریف تبدیل لاپلاس برای در نظر گرفتن ضربه احتمالی در -0استفاده ازt=0

محدوده ای از اعداد : ناحیه همگراییsکه به ازای آنها انتگرال همگرا است و تبدیل لاپلاس وجود دارد

:تبدیل لاپلاس تابع نمایی و ناحیه همگرایی آن: 1مثال 

ℒ 𝑒𝑎𝑡 =  0−

∞
𝑒𝑎𝑡𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 =  0−

∞
𝑒(𝑎−𝑠)𝑡𝑑𝑡 =

1

𝑎−𝑠
𝑒(𝑎−𝑠)𝑡  

∞
0

=
1

𝑠−𝑎
if    Re(a-s)<0

1

:  2مثال 

ℒ 𝑒𝑡2
=  0−

∞
𝑒𝑡2

𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 =  0−

∞
𝑒𝑡2−𝑠𝑡𝑑𝑡 = ندارد وجود

تبدیل لاپلاس توابع کاربردی

𝛿(𝑡) ⇒ 1 𝑢(𝑡) ⇒
1

𝑠
𝑒𝑎𝑡𝑢(𝑡) ⇒

1

𝑠−𝑎

sin 𝜔𝑡 𝑢(𝑡) ⇒
𝜔

𝑠2+𝜔2 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 𝑢(𝑡) ⇒
𝑠

𝑠2+𝜔2

 مقدار تابع در و عدم تأثیر -0به دلیل محاسبه انتگرال تبدیل لاپلاس ازt<0 تبدیل لاپلاس، ماهیت تابع در ،t<0را پنهان می کند  .

 اگر مقدار تابع درt<0 را به صورت ، برابر با صفر باشد آنf(t)u(t) در اینصورت در هنگام مشتق گیری باید ضربه های ناشی از مشتق . می گیریمدر نظرu(t) را

.نیز در نظر گرفت

محاسبه تبدیل لاپلاس مشتق توابع زیر: 3مثال 

cost  
شتقم

-sint
پلاسلا بدیلت

𝐹 𝑠 =
−1

𝑠2+1

cost u(t) 
شتقم

-sint u(t)+ 1×δ(t) 
پلاسلا بدیلت

𝐹 𝑠 =
−1

𝑠2+1
+ 1
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:قواعد تبدیل لاپلاس

قطه تفاوت داشته اگر تبدیل لاپلاس دو تابع مشابه باشند، آن دو تابع نیز مشابه هستند و فقط می توانند در تعداد متناهی ن: یکتایی -1
(عکس تبدیل لاپلاسمحاسبه کاربرد در . )باشند

ℱ 𝑠 = 𝐺 𝑠 ⇒ 𝑓 𝑡 = 𝑔(𝑡)

:خطی بودن -2
ℒ 𝑘1𝑓1 𝑡 + 𝑘2𝑓2 𝑡 = 𝑘1ℒ{𝑓1 𝑡 } + 𝑘2ℒ{𝑓2 𝑡 }

.به کردسمحابنابراین برای محاسبه ی تبدیل لاپلاس یک تابع که دارای چند عبارت است، می توان تبدیل لاپلاس هریک از جملات آن را به طور جداگانه  

: 4مثال 

f(t)= 2e-3t + 3sin(2t)
3

(کاربرد در حل معادلات دیفرانسیل: )قاعده ی مشتق گیری-3

ℒ 𝑓′ 𝑡 = 𝑠ℱ 𝑠 − 𝑓(0−)

ℒ 𝑓" 𝑡 = 𝑠2ℱ 𝑠 − 𝑠𝑓 0− − 𝑓′(0−)

عتعیین تبدیل لاپلاس مشتق تابع زیر با استفاده از قاعده مشتق گیری و مقایسه آن با تبدیل لاپلاس مستقیم مشتق تاب: 5مثال 

f(t)= 2u(-t)+cos2t u(t)
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:سایر قواعد-4
ℒ 𝑒−𝑎𝑡𝑓(𝑡) = 𝐹 𝑠 + 𝑎

ℒ 𝑓 𝑡 − 𝑎 𝑢 𝑡 − 𝑎 = 𝑒−𝑎𝑠𝐹 𝑠 , 𝑎 > 0

ℒ 𝑡𝑓 𝑡 = −
𝑑𝐹 𝑠

𝑑𝑠

ℒ 𝑓 𝑡 ∗ 𝑔(𝑡) = ℒ  
0

𝑡

𝑓 𝜏 𝑔 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 = 𝐹(𝑠) ∙ 𝐺(𝑠)

5

(f(t+T)=f(t))  تبدیل لاپلاس تابع متناوب -5

𝑓 𝑡 = 𝑓1 𝑡 + 𝑓1 𝑡 − 𝑇 + 𝑓1 𝑡 − 2𝑇 + ⋯ ⇒ 𝐹 𝑠 = 𝐹1 𝑠 + 𝐹1 𝑠 𝑒−𝑠𝑇 + 𝐹1 𝑠 𝑒−2𝑠𝑇 + ⋯

= 1 + 𝑒−𝑠𝑇 + 𝑒−2𝑠𝑇 + ⋯ 𝐹1 𝑠 , 𝐹1 𝑠 =  
0−

𝑇−

𝑓1(𝑡)𝑒
−𝑠𝑡𝑑𝑡

𝑖𝑓 𝑒−𝑠𝑇 < 1 ⇒ 𝐹 𝑠 =
𝐹1(𝑠)

1 − 𝑒−𝑠𝑇

تعیین تبدیل لاپلاس تابع متناوب زیر: 6مثال 
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محاسبه تبدیل لاپلاس تابع زیر: 7مثال 

𝐹در صورتی که  f(t)محاسبه :  1تمرین  𝑠 =
3

𝑠(1−𝑒−4𝑠)

برای تابع متناوب زیرF(s)محاسبه : 2تمرین 

7

lim:                           ضربه نداشته باشدt=0در صورتی که تابع در : قضیه مقدار اولیه-6
𝑠→∞

𝑠𝐹 𝑠 = 𝑓(0)

lim:دارای جزء حقیقی منفی باشندsF(s)در صورتی که همه ریشه های مخرج کسر : قضیه مقدار نهایی-7
𝑠→0

𝑠𝐹 𝑠 = lim
𝑡→∞

𝑓 𝑡

:تعیین مقدار اولیه و نهایی تابع زیر: 8مثال 

𝑓 𝑡 = 2𝑒−3𝑡 + 𝑒−𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡 + 3

:محاسبه تبدیل لاپلاس تابع مقابل: 9مثال 
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محاسبه عکس تبدیل لاپلاس
ی آن به حوزه برگرداندن است که برای  sهنگامی که پاسخ مدار در حوزه لاپلاس تعیین می شود عبارت مورد نظر معمولاً به صورت یک تابع گویا از 

.زمان باید عکس تبدیل لاپلاس محاسبه شود

ℱ 𝑠 =
𝐵(𝑠)

𝐴(𝑠)
⇒ 𝑓 𝑡 =?

:لاپلاسی عکس تبدیل برای محاسبه ( سازنده)استفاده از روش تجزیه به کسرهای جزئی 

ℱ 𝑠 =
𝑏0𝑠𝑚 + 𝑏1𝑠𝑚−1 + ⋯+ 𝑏𝑚−1𝑠 + 𝑏𝑚

𝑎0𝑠𝑛 + 𝑎1𝑠𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑛−1𝑠 + 𝑎𝑛
= 𝑘

 𝑗=1
𝑚 (𝑠 − 𝑧𝑗)

 𝑖=1
𝑛 (𝑠 − 𝑝𝑖)

=  
𝑖=1

𝑛
𝐴𝑖

(𝑠 − 𝑝𝑖)

⇒ 𝑓 𝑡 =  

𝑖=1

𝑛

𝐴𝑖 𝑒𝑝𝑖𝑡 𝑢(𝑡)

:شرایط تجزیه به کسرهای سازنده

.در غیر این حالت، صورت کسر را بر مخرج کسر تقسیم می کنیم(     : n>m)بزرگتر بودن درجه مخرج کسر از درجه صورت کسر -1
.تقسیم می کنیمa0در غیر این حالت، صورت و مخرج کسر را بر : (a0=1)یک بودن ضریب بزرگترین درجه مخرج کسر -2

9

:  10مثال 

𝐹 𝑠 =
6𝑠3 + 2𝑠 + 2

2𝑠2 + 8

:ها و معکوس تبدیل لاپلاس در حالت های مختلفAiمحاسبه 

(غیرتکراری)قطب های حقیقی ساده : حالت اول

𝐹 𝑠 =  

𝑖=1

𝑛
𝐴𝑖

𝑠 − 𝑝𝑖
=

𝐴1

𝑠 − 𝑝1
+

𝐴2

𝑠 − 𝑝2
+ ⋯ +

𝐴𝑛

𝑠 − 𝑝𝑛
→ 𝐴𝑖 = 𝑠 − 𝑝𝑖 𝐹(𝑠)|𝑠=𝑝𝑖

:محاسبه عکس تبدیل لاپلاس تابع زیر: 11مثال 

𝐹 𝑠 =
𝑠 + 3

𝑠3 + 7𝑠2 + 14𝑠 + 8
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تکراریقطب های حقیقی : حالت دوم

𝐹 𝑠 =
𝑃(𝑠)

𝑠 − 𝑝𝑖
𝑛 =

𝐴1

𝑠 − 𝑝𝑖
+

𝐴2

𝑠 − 𝑝𝑖
2 + ⋯ +

𝐴𝑛

𝑠 − 𝑝𝑖
𝑛

⟹ 𝑓 𝑡 = 𝐴1𝑒
𝑝𝑖𝑡 + 𝐴2𝑡𝑒

𝑝𝑖𝑡 + ⋯ +
𝐴𝑛

𝑛 − 1 !
𝑡𝑛−1𝑒𝑝𝑖𝑡

𝐴𝑛 = 𝑠 − 𝑝𝑖
𝑛𝐹  𝑠

𝑠=𝑝𝑖

𝐴𝑛−1 =  
𝑑

𝑑𝑠
𝑠 − 𝑝𝑖

𝑛𝐹 𝑠
𝑠=𝑝𝑖

𝐴𝑛−2 =
1

2!
 

𝑑2

𝑑𝑠2 𝑠 − 𝑝𝑖
𝑛𝐹(𝑠)

𝑠=𝑝𝑖

.(، عددگذاری استAnالبته معمولاً روش دوم برای محاسبه ضرایبِ غیر از )
:زیرتابع لاپلاس عکس تبدیل محاسبه : 12مثال 

𝐹 𝑠 =
24(𝑠 + 30)

2𝑠(𝑠 + 5)(𝑠 + 3)2

محاسبه عکس تبدیل لاپلاس تابع زیر: 4تمرین 

𝐹 𝑠 =
24(𝑠 + 30)

2𝑠(𝑠 + 5)2(𝑠 + 3)2

11

مختلط غیرتکراریقطب های : حالت سوم

𝐹 𝑠 =
𝑃(𝑠)

𝑠 − 𝛼 2 + 𝛽2 =
𝐴1

𝑠 − (𝛼 + 𝑗𝛽)
+

𝐴1

𝑠 − (𝛼 − 𝑗𝛽)

𝐴1 = 𝑠 − 𝛼 + 𝑗𝛽 𝐹(𝑠)|𝑠=𝛼+𝑗𝛽

⟹ 𝑓 𝑡 = 𝐴1𝑒
𝛼+𝑗𝛽 𝑡 + 𝐴1𝑒

𝛼−𝑗𝛽 𝑡 = 2 𝐴1 𝑒𝛼𝑡cos(𝛽𝑡 + ∡𝐴1)

:زیرتابع لاپلاس عکس تبدیل محاسبه : 13مثال 

𝐹 𝑠 =
𝑠2 + 3𝑠 + 6

(𝑠 + 1)(𝑠2 + 4𝑠 + 13)

قطب های مختلط تکراری: حالت چهارم

:محاسبه عکس تبدیل لاپلاس تابع زیر: 14مثال 

𝐹 𝑠 =
768

(𝑠2 + 6𝑠 + 25)2
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تحلیل مدار با استفاده  از  تبدیل لاپلاس

استفاده از تبدیل لاپلاس برای حل معادله دیفرانسیل به دست آمده برای پاسخ مورد نظر : روش اول×

لاپلاس ی تحلیل مستقیم مدار در حوزه : روش دوم
 سر گویا یک کصورت که معمولاً به )تعیین شده و پس از تعیین پاسخ موردنظر در حوزه ی لاپلاس حوزه ی لاپلاس در ( مدل عناصر مدار)معادلات عناصر مدار

.را حساب  کردمی توان با استفاده از روش بسط توابع گویا، عکس تبدیل لاپلاس آن ( استsاز 

مدل عناصر مداری در حوزه ی لاپلاس
مقاومت-1
سلف-2
خازن-3
سلف های دارای تزویج-4
(نابسته)منابع ولتاژ و جریان مستقل -5
منابع ولتاژ و جریان وابسته-6

ترانسفورماتور ایده آل-7

13

روش کلی تجزیه و تحلیل مدار در حوزه ی لاپلاس

به جای عناصر مختلف مدار، معادل آنها در حوزه ی لاپلاس را قرار می دهیم.

 قوانینKVL وKCLبین ولتاژها و جریان ها در حوزه ی لاپلاس نیز برقرار است.

روابط حاکم بر اتصال سری و موازی مقاومت ها، برای امپدانس ها نیز برقرار است.

روش های تحلیل گره و مش در حوزه لاپلاس نیز قابل استفاده هستند.

اصل جمع آثار، تقسیم ولتاژ و تقسیم جریان و مدارهای معادل تونن و نرتن در حوزه ی لاپلاس نیز برقرار  است   .

 در هر مدارLTI پاسخ موردنظر به صورت تابع گویایی از ،sه، بنابراین می توان با استفاده از روش تجزیه به کسرهای سازند. با ضرایب حقیقی است

.عکس تبدیل لاپلاس را برای پاسخ مدار تعیین کرد

14
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.است را با استفاده از تبدیل لاپلاس به دست آوریدi(t)زیر، پاسخ مدار که RCدر مدار : 15مثال 

15

برای همه زمان هاi2و i1و vمحاسبه : 16مثال 

16
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(به حالت ماندگار رسیده استt<0مدار در )در مدار زیر با استفاده از تبدیل لاپلاس t>0در v(t)محاسبه مقدار : 17مثال 

17

.تعیین کنیدt>0را برای vo(t)ولتاژ خروجی . باز می شودt=0در مدار زیر، کلید برای مدت طولانی وصل بوده و در : 18مثال 

18
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MATLABلاپلاس با استفاده از نرم افزار تبدیل محاسبه 

: با کمک دستورهای زیر انجام می شودf(t)، محاسبه تبدیل لاپلاس تابع زمانی MATLABدر نرم افزار 

❶ Laplace(f)

❷ Laplace(f,□,s) 

می توان لاپلاس تابع موردنظر را نسبت به هر 2با استفاده از دستور شماره . تبدیل می کندsرا به tبه طور پیش فرض، متغیر MATLABنرم افزار 
.بدست آورد( □)متغیر دلخواه دیگر 

:چند نکته در رابطه با تعریف توابع
این کار با . تعریف شودنیز  MATLABدر روابط استفاده می شود، باید برای ( بدون تخصیص مقدار به آن)که به عنوان متغیر ( tمانند )هر عبارتی •

.صورت می گیردsymsدستور 
.می شوداستفاده ilaplaceتعیین تبدیل لاپلاس معکوس از دستور برای •
(:ثانیه10تا 0در بازه زمانی f(t)=sin2tبه عنوان مثال )یک تابع رسم •

t=[0:0.01:10];    

f(t)=sin(2*t);

plot(t,f);

19

:تعیین تبدیل لاپلاس چند تابع: مثال

20

2) f2(t)=sin(wt)

symst w

f2=sin(w*t)

F2=laplace(f2)

1) f1(t)=t

symst

f1=t;

F1=laplace(f1)

4) f4(t)=δ(t)

syms t

f4=dirac(t)

F4=laplace(f4)

3) f3(t)=u(t)

syms t

f3=heaviside(t)

F3=laplace(f3)

6) f1(t)=
𝑑

𝑑𝑡
{2u(-t)+cos 2𝑡 . 𝑢(𝑡)}

syms t

f=2*heaviside(-t)+heaviside(t)*cos(2*t);

f1=diff(f)

F=laplace(f1)

5) f5(t)= 2𝑒−3𝑡 +3sin𝑤𝑡
syms t

f5=2*exp(-3*t)+3*sin(2*t)

F5=laplace(f5)

7) 𝐹(𝑠) =
24(𝑠+30)

2𝑠(𝑠+5)(𝑠+3)2

syms t s

F=24*(s+30)/(2*s*(s+5)*(s+3)^2);

f=ilaplace(F)


